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ISTEN MAGA 1S MATEMATIKUS

BEVEZETES

Tanar vagyok. Nevel6. Tantargyam eszkoz, lehetdség arra, hogy a teljes
ember kiformaldsdban' részt vegyek. Szépséges feladat és nagy felel6sség gon-
dolkodni tanitani, rendszerességre, pontossagra, kovetkezetességre, az elme al-
kotoerejére nevelni, més utak elfogadasara, az indoklds sziikségességére, aldzatra
a végtelennel, a nagy vildigmindenséggel szemben. Aki egyszer is felteszi magédban
a kérdést, hogy ,kitaldlja-e az ember a matematika torvényszeriiségeit, vagy
megtaldlja 6ket”, mar j6 uton halad a vilag értelmezésében. A tisztan, vilagosan,
onalléan és magabiztosan gondolkodé ember talan kevéssé szervilis, taldn tu-
datosabban él, taldn kevésbé nagyitja fel 6nmagat, talan kevesebbet drt médsoknak.
Talan.

Mostansag a matematika tanitdsdnak tartalmi és modszertani kérdései nagyon
iddszertiek. Nem véletleniil, hiszen mikdzben a matematika az emberi elme
fiiggetlen, szabad alkotasaként ivel at évezredeken, id6ben és térben egymastdl
tavol levo kultdrakon, szépsége talan az alkotdmiivészet, a koltészet élményével
hasonlithat6, praktikuma pedig tagadhatatlan, ekozben a matematikadrak
didkok tizezreinek szereznek kitorolhetetleniil kellemetlen perceket. A mate-
matika elemei és torténete nem valnak az altalanos mtiveltség és a személyiség
integrans részévé, a matematika 6rdak nem adnak hasznosnak megélhet6 tudast.
A legtobb érettségizett szdmdra a matematika tdl absztrakt marad, nem sejlik
fel semmiféle osszefiiggés a mindennapokkal vagy mads diszciplindkkal (lesza-
mitva néhany — szintén elutasitott — természettudomadnyt). Legfeljebb a tudo-
manyok szolgél6lednyaként emlegetik a matematikat és csak nagyon ritkdn a
TUDOMANYOK KIRALYNOJEként.

Dolgozatom célja néhany példa segitségével mozaikokat mutatni abbél, aho-
gyan a kozoktatas jelenlegi keretei kozott is meg lehet tolteni élettel a matematika
orat ugy, hogy az ne csupan a gyerekek tiir6képességét eddze, hanem betoltse
kiildetését a nevelés rendszerében. Hiszen kevesen vannak, akik az iskoldban
tanult matematikdbdl sokat hasznalnak az életben, de nagyon sokan hasznat
vehetnék azoknak a képességeknek, amelyeket a matematikai fogalmak megértése
altal lehet legjobban fejleszteni’. A keret az orszdg legtobb gimnaziumdban al-
kalmazott osztalytanitasi és osztalyozasi rendszer, kimeneti szabalyozéként az
érettségivel, esetleg felvételivel. Nem célom most 6tleteket adni sem a tantdrgyi
kovetelmények valtoztatdsahoz, sem az értékelés masfajta, sokak altal fejlesz-
tdbbnek vélt mddszereirdl elmélkedni. ,Minddssze” a matematika tanulds (mint
minden tanulds) hatékonysdgat névendékeinkben jelentésen novel belsé mo-
tivaciok, pozitiv érzelmi attitid kiépitésének szemléletét és néhany bevilt gya-
korlatat ismertetem példaként. ,Mindossze” — hiszen ez nem csekélység, éppen
ez a tandrmesterség lényege. Ugy kindlni szellemi eledeliinket, hogy inycsiklando,
finom fogas legyen és a vendég gyomrit (fejét) ne tilje meg, hanem éppen el-
lenkez6leg: valjék (szellemi) egészségére.
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Ha gyakran feltessziik magunknak a — szinte mar unalomig koptatott — kér-
déseket, hogy ,,matematikat tanitunk-e, vagy gyereket”, hogy ,,tudédst akarunk-
e adni, vagy csak jegyet”, akkor bizonyosan kozelebb kertiliink valédi célunk-
hoz.

Visszatérve dolgozatom targydhoz, a matematika tanitasdnak kérdéseihez:
tulajdonképpen sajait munkdm sikerességének, valtozé hatékonysaganak has-
bavagd kérdéseirdl van sz4. Bar a neveld munkdja gyakran csak évtizedekkel
késobb érik be, a tantargyi tudds dtaddsdval nem vérhatunk ennyit. Bizonyos
mennyiségi matematikai ismeretet el kell sajatitani az érettségiig. Ez a folyamat
gyakran kiizdelmes, csak néha, tiditGen kivételes esetekben diadalmenet. Ugyanis,
amig hosszu évekig csak egy adott korosztdly legjobbjai keriiltek gimndziumba,
sot szakkozépiskolaba is, addig ma az adott korosztédly 70-80 %-a kozépiskolds.
Természetszeriileg mar nem csak a legjobbak. Korabban tanuldsra motivalt, jé
munkafegyelmi didkok voltak a gimnazistdk, akiknek a tobbsége tudott és akart
tanulni, ezért voltak sikeresek mar az éltaldnos iskolaban is. A gimndzium
elvérta a biztos tudast, fegyelmezettséget. Ma elmondhat6, hogy a gimndziumi
tanuldk harmada gyengén motivalt, nem tud tanulni, hidnyosak az alapismeretei,
mindezek kovetkeztében — megtoldva a ,,rdhagydsos” sziil6i neveléssel — fegyel-
mezetlen. A korédbbi, elvardsos tandri magatartas naluk eredménytelen. Ezeknek
a gyerekeknek el6szor az érdeklddését kell felkelteni mind a tanulds, mind pedig
az egyes tantargyak irant. Tanuldsi technikdkat kell mutatni, és mindenekel6tt
tirelmesen magyarazni. Mindezek kialakithatjék benniik a pozitiv motivaciot,
javulhat az 6nfegyelmiik, ennek kovetkeztében nevelési hatékonysagunk mellett
a tanitdsban is eredményesebbek lesziink.
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ISTEN MAGA 1S MATEMATIKUS

I. AMOTIVACIOROL

A motivaci6 kérdése a matematika tanitasaban nagyon is val6sdgos probléma.
Bar a matematika kiilonb6z6 absztrakcids szintli elemeivel taldlkozhatunk a
piacon, a kvizjatékokban, a mérnoki munkaban, a csillagaszatban, a hiradas-
technikdban, a banki biztonsagtechnikdban, s6t mar a tarsadalomtudomany-
okban is, még akdr médiaszemélyiségek is batran emlegetik rémes emlékd ma-
tematika érettségijitket. (Ugyanezt a magyar vagy torténelem vizsgdval
kapcsolatban emlegetni kockdzatosabb, hiszen az illet6 az altalanos mtiveltség
hidnydnak a latszatat keltené.) Tandri gyakorlatombdl szinte vég nélkiil tudndm
sorolni azokat a mondatokat, amelyekkel a gimnaziumba érkez6k bemutat-
koznak matematika 6rdn és azonnal elhataroljak magukat mindennemd szan-
dékos kapcsolattdl, amely a tantargyhoz kotné dket. Jelzik, hogy a csak azért
vannak itt, mert muszdj, és ,mdr anyukdm is gyenge volt matekbdl” tipusu ki-
jelentésekkel probaljak eldre biztositani, hogy a genetikus determindcié okdn
fennall6 és altaluk josolt eredménytelenség miatt ne is kelljen eréfeszitést tennitik.
»Na és persze a szoveges feladatokat soha nem értettem” — mondjék, de ha egy
sms-jatékban teszik fel ugyanazt a feladatot, akkor bdszen kiildenék a megoldast,
hiszen sz6 sem volt rettenetes hangzasu szoveges feladatrdl, ,,csak egy kicsit
gondolkodni kellett”. Igy hit hidba a matematika szellemi szérnyaldsa, hidba a
praktikuma, az elutasitottsag fajdalmasan nagy. Miért?

A szul6k és a gyerekek jo része fatumszertien tekint adottsagaira. Ha a ma-
tematika nem megy konnyedén, akkor ,humadn beallitottsagi”-nak tekinti ma-
gat, ezzel mintegy eldre felmentve 6nmagdat minden er6feszités alél. Pedig ha
veliink sziiletett adottsdgaink hataroznak meg életiink minden tevékenységét, a
dadog6 Démoszthenész nem lehetett volna szénok, a beteges, santa Vambéry
Armin nem jérhatta volna be gyalog Azsiét, az iskolai éveit — ma mar koztudo-
madstan — diszlexids kisdidkként, bukddcsolva kezdd Finstein nem lehetett volna
a 20. szdzad legjelentGsebb fizikusa. A képességek nem mutatkoznak meg spontdn
modon teljes spektrumban, f6leg nem a kisiskolds kor elején. Rdaddsul nem
csupdn azokat kell fejleszteni, amelyben a kivaldsag igérete lakozik, hiszen bi-
zonyos képességekre minden embernek sziiksége van, pusztan a tairsadalomban
valé boldogulds miatt. Ha pedig a tulélésnél tobbet is megcéloz valaki, még
tobb képességét kell fejlesztenie. Képességeink kibontakoztatdsa, fejlesztése
egyes-egyediil a nekik megfelel6 tevékenység elegend gyakorldsatol fiigg. A ma-
tematikdhoz (mint semmi mds tudomanyos vagy miivészeti eredményhez)
»hincs kiralyi at” (1asd még I1I. 2. fejezet). A matematikai képességek (és minden
mas egyéb képesség) megszerzéséhez, kibontakoztatdsahoz eréfeszitésre van
sziikség. Tehetség sem létezik enélkiil. Persze igaz, hogy a megfelelé gyakorlas
mellett nem lesz mindenkinek azonos a képességszinvonala, hiszen ebben mar
az adottsagok kedvezd, vagy kedvez6tlen befolydsold hatdsa is megmutatkozik.
Egy azonban biztos: komoly eredmény, komoly szintli képességtejlesztés nem
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érhetd el erdfeszités nélkiil. Kival6 emberek vallomdsai is ezt igazoljdk. Goethe
szerint: ,,A ldngész taldn csupdn szorgalom...”, mig Edison igy osszegezte élete
tapasztalatait: ,A langész egy szdzalék ihlet és kilencvenkilenc szazalék verejték”.

Nyilvanvald, hogy tanitvdnyaink j6 részének nem elegendd 6sztonzés, hogy
vannak, akik egy feladatot ,,szép”-nek, ,izgalmas”-nak tartanak, hiszen 6k mds
kihivasok felé fordulnak. Az is nyilvanvald, hogy vannak, akik csiszolt technikak
adta eredményességgel vagnak neki mind nehezebb feladatoknak, mégis azt
mondhatjuk, hogy a matematika 1ényegét nem értették meg, nem épitették ma-
gukba. Es hala Istennek, mindannyiunk 6romére és javara akadnak néhanyan,
akik matematikdn (is) élesitett elméjiikkel, differencidlt gondolkodasukkal élnek
és dolgoznak, nem feltétleniil matematikusként. Nos, 6k azok, akiknél a sze-
mélyiségépitd hatdsok célt értek. Miféle személyiségépitd célkitlizésrol van sz6?
»Altaldnosan elfogadott pszicholégiai alapelv, hogy a személyiség egy integrécios
folyamaton at fejlodik ki: a személyiség részei a sz6 szoros értelmében osszete-
vOdnek és végiil egységes, kiegyensulyozott egésszé alakulnak. Az integrélt sze-
mélyiség a legtobb kérdésben dtfogd véleményt alakit ki, (...) nehéz helyzetekben
nem biralgat, hanem konstruktivan cselekszik, (...) alapvet6 érdekazonossdgot
létesit maga és munkatarsai kozott. Nyilvanvaldan a nevel§ feladata, annak biz-
tositdsa, hogy a gyerekeknek lehetdségiik legyen olyan nagyfoku integraciot el-
érni, amilyenre csak képesek, ugyanigy, mint ahogy az ¢ feladata annak bizto-
sitdsa is, hogy a gyerek értelmi képességei minél jobban kibontakozhassanak.”
Ez az eredmény nem képzelhet6 el, ha tanitvinyaink negativ beéllitottsdguak,
hiszen a negativ beallitédds gédtolja a tanuldsi és integracids folyamatokat. Ha
valamit nem szeretiink, elharitjuk, kivetjik magunkbdl. (A kozombosség még
ennél is rosszabb hatdsu!) Meg kell tehdt nyerniink novendékeinket tantar-
gyunknak, e dolgozat targya szerint a matematikdnak. Lehetséges ez? A vélasz
természetesen igen, és nem is kell hozzd mds, mint egy adag szakmai aldzat, a
lélektan és a tanuldsi folyamatok ismerete és a matematika elkotelezett szeretete.
Bar a siker nem csupan a szakmai alazat és a megszéllottsag fokatol fuigg, érdemes
belevagni.
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II. A MATEMATIKA FOGALMAINAK TANULASAROL
ES TANITASAROL

A matematika fogalmai a kozfelfogas szerint nehezek. Talan, mert elvonat-
koztatds eredményei. Gondoljunk csak a kisiskoldskorra kialakulé elemi szam-
fogalomra, a szerialitasra (sorrendiségre), a kisebb-nagyobb (tobb-kevesebb)
fogalmdra, az Osszeadas—kivondsra, az inverz miveletre. A sor tetsz6legesen
folytathat6 a torteken, a fiiggvényeken, irraciondlis szimokon, a logaritmuson
at a Boole-algebraig, Improprius-integralig, vagy ameddig akarjuk. Amig ezek
a fogalmak kialakultak, kikristalyosodtak, esetleg formalizdltan jelentek meg,
addig bizony az emberiség nagy valtozasokon ment keresztiil, az emberi tudat
oriasit fejlddott. Az egyes ember ismereteinek fejlédése leroviditett, letisztitott
formaban, nagy vonalakban koveti az emberi faj ismeretfejlddését.* Aki foglal-
kozott mar kisgyermekekkel, akar csak sajatjaival is, észrevehette, hogy az 1; 2;
sok utdan miként alakul ki a 3; 4; 5, majd kis sziinet utdn a 6; 7, majd lassan to-
vabb. Az elvont szdmfogalom el8bb tdrgyakhoz, majd a kéz ujjaihoz kot6do
szamlalas eredménye, és hogy globalis mennyiségfelismerésként milyen nagy
dolog atlépni az 6t6t (az egy kézen levé ujjak szamat), ez mind komoly abszt-
rakci6. A stlyos részképességzavarral (diszkalkulidval) él6k mar ezzel is nagyon
kiiszkddnek. Es hol vagyunk még a tobbi matematikai fogalomtol...

Az elvonatkoztatas képessége és annak szintjei nem azonosan fejlédnek a
kiilonbozé gyermekeknél. Barmely életkorban nagy eltérések mutatkoznak,
egymashoz képest akdr két-hdrom évnyi is! Mindenesetre j6 tudnunk azt, hogy
ahogyan kis gyermekeknél a palcikdk, korongok, pénzek kirakdsabol nyert sok-
sok személyes tapasztalat segiti a megértést, az absztrakciot, ugy segiti tanitva-
nyainkat az alkot6 tanuldsi helyzet a matematika tanuldsanak barmely fokan.
»Ha a gyerek sajdt tapasztalatai alapjan eredményesen alakitott ki egy fogalmat,
akkor megalkotott valamit, ami el6z6leg nem létezett és ez a valami pszicholdgiai
értelemben is beépiil a személyiségébe.”” Ez az 6vé. Ehhez azonban sziikséges a
matematikai tapasztalatok gazdag tarhaza (vagy spontdn, vagy magunk hozzuk
létre), amelyben minden fogalom felépitéséhez tobb tapasztalat is jelen van,
hogy absztrakcié kovetkezzen be, ne csupan asszociacio.® Es a tandr szdmadra
sziikséges a tanitvanyok ismerete, annak felismerése, hogy ki hol tart a folya-
matban, illetve milyen érzelmi és egyéb tényezdk segithetik, esetleg akadalyozzak
a munkat.

Az elvont fogalmak mellett egy masik nehezit6 tényez6 a matematika sajatos
szimbolikdja. A matematika alkalmazza a szimbo6lumokat, de ugyanigy nem
azonos azokkal, ahogyan az irodalom sem azonos az dabécé bettiivel. A mate-
matikai tartalom megértése csak a formanyelv dek6doldsa utan lehetséges. (Bar
lehet6leg mindig elmondom/felirom az adott definiciét, tételt formanyelven és
szavakban is, meg szoktam engedni, hogy tanitvanyaim valasszanak. Tapaszta-
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latom szerint, aki szavakkal nem tudja értelmezni, annak a formanyelv csak
memoriaproba. Ha egyiéltaldn foglalkozik vele.)

Hasznos lenne, ha a matematika tanitdsdnak kiillonboz6 szintjein all6k rend-
szeresen szOba dllndnak, dllhatnanak egymdssal (nemcsak agazati szinten gon-
dolom, hanem minden tandrra személyesen), hiszen a matematikai struktiardk
egységesek. Alapozdsndl is latni kell a célt és feljebb is ismerni kell az el6zmé-
nyeket. Hasznos lenne tovébba, ha a matematikatanarok (csakdagy, mint masok)
meglétogatndk tanitvanyaikat mds 6rdikon is, hogy ldssék mds helyzetekben,
ismerjék meg mozgosithat6 tartalékaikat.

Hasznos tovabbd a j6 tandri stilus, amely megfelel6 hangulatot teremt.
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I1I. MI LEHET ERDEKES A MATEMATIKA ORAN?

Természetesen mindenkinek mds és mas.

Sokan érdekesebbnek taldlnak egy matematikai problémat, ha annak gya-
korlati megjelenési formdjdbdl indulhatnak ki. Az elvont matematika csak konk-
rét, lehetbleg az életbdl vett tartalommal megtoltve inspirdl6 szimukra. Ez a ta-
nitdsban annyit jelent, hogy érdemesebb egy problémdt a hétkoznapi
el6fordulasukban megjeleniteni. (Példdul: hanyszor nagyobb dtméréjt pizzat
kell venniink ahhoz, hogy kétszer annyi ennival6nk legyen? Matematikusabban:
hényszorosdra kell novelniink egy kor atméréjét, hogy tertilete kétszeresére no-
vekedjen? Vagy: igaz-e, hogy barmely hat f6s tdrsasdgban vagy van harom
ember, akik ismerik egymast, vagy van harom, akik nem? Tisztdn matematikai
nyelvezettel: igazoljuk, hogy egy hat sz6gpontu grafban mindig van harompontt
teljes graf, vagy annak komplementere!)

Vannak, akiket az villanyoz fel, hogy olyan ismereteket kapnak, amelyekkel
mds tudomanyok osszefiiggéseit konnyebben leirhatjak.

Vannak, akiket szérakoztat, vagy éppen leny(igoz a matematika torténete.
A hosszt évezredek, amelyekre visszatekinthetiink, a meg nem értett zsenik, a
diadalmas nagysagok, az 6ket koriilvevé tarsadalmi kozfelfogds, a bator el6re-
tekintés, irigység, az emberen tuli vilag kérdései.

Es végiil vannak, akiket vagy jétékos fejtord feladatokkal, vagy kihivést jelentd
problémakkal, vagy rejtvény kinézet(i feladatokkal lehet felvillanyozni.

Harom téma koré csoportositottam maédszertani alapéllasomat, a gyakor-
latban megjeleniteni segité néhdny otletemet, amelyekkel a matematika irdnti
affinitds fokozhatd: 1) haszonelviieknek a matematika hasznossaga és mds tu-
domanyagakkal val6 kapcsolata alapjdn, 2) emberkozpontu és filozofikus haj-
lamuak szdméra a matematika torténete alapjan, 3) inyenceknek pedig a mate-
matika bels6 szépsége szerint. Mindezeket természetesen a teljesség igénye
nélkiil, hiszen a dolgozat szabott keretei tobbet nem tesznek lehetévé. Hozzatéve,
hogy bar specidlis matematika tagozatos osztdlyban, fakulticion és
»gyogymatek”-on is miikodo, kiprébaélt dolgokat ajanlok, de jo képességt, spe-
cialis, vagy fakultaciés csoportokban — legaldbbis a matematikai tartalmat és
annak mélységét illetéen — ennél természetesen sokkal tobb is megcélozhato.
Hawking egyik konyvének eldszavaban olvastam, hogy minden egyes matema-
tikai képlet felezi az olvasok addigi szdmat. Ezt is szem el6tt tartva irtam a to-
vabbiakat.

II1.1. HASZONELVUSEG ES ALKALMAZASOK

Manapsdg szokas mindent a hasznossaga alapjan megitélni. Tanitvanyaim
is gyakran teszik fel a kérdést: ,,Mire j6 ez?” Altaliban — legalabbis kozépiskolaban
— nem értek egyet az olyan utilitarista szemlélettel, hogy valami csak akkor ér-
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tékes, azaz megtanulandd, ha azonnal latjuk targyiasult eredményét: olcsébb
lesz a hamburger, el6bb kapok jogositvanyt és hasonlok. Ennek ellenére beldtom,
hogy vannak emberek, tanitvanyaim kozott is szép szdimmal, akikre az els6 jo
benyomast akkor teszem, ha a matematika ilyesfajta hasznossdgaval érvelek.
Természetesen ebben a szitudcioban nem szdmithatjuk érdemi érvnek, hogy
egyes matematikai eljardsok milyen j6l segitik a fizika 6rai vagy a fels6bb mate-
matikai feladatok megolddsat, vagy hogy az érettségin is ezt kell tudni. Csakis
az iskolai kovetelményekt6l fiiggetleniil, a természetben vagy a tarsadalomban
mutatkoz6 jelenségek és problémak johetnek szoba, amelyeknek dltaliban nem
az értelmezésében, hanem inkabb a leiraséban, esetleg megolddsiban segit a
matematika.

I1I.1.1. Kezdjtik a ,,természet szdmai”’-val és mintdival

Legyen az els6 a m. Nem fog veliink szembe jonni a hipermarketben és az er-
dbében sem, mégis a természet altal az embereknek felkinalt szamrdl van szé.
A kor keriiletének és teriiletének kiszamitasakor bukkantak ra. A kertilet, peri-
féria gorog sz6 kezddbetiijével jelolt szamrol szinte mindenki tudja elemi ta-
nulmanyai 6ta, hogy kb. 3,141592... kezdetti végtelen, nem szakaszos (azaz is-
métlédést nem tartalmazo) tizedes tort. Sokezer éve izgatja a matematikdval
foglalkozokat, hogy elegend pontossaggal tudjak megadni tizedesjegyeit. Eleinte
a kor keriiletének kiszdmitasdhoz sziikséges pontossdgra torekedtek, aztin
késébb mar csak dgy, a kihivds szépsége miatt kerestek tovibbi jegyeket. Fog-
lalkoztak vele az egyiptomiak, indiaiak, kinaiak, perzsak, gorogok, ugyszélvan
mindeniitt, ahol matematikat mtveltek. Meglepben j6 eredményre jutottak,
amit ma, a szamitogép kordban sem lehet eléggé hangstlyozni. Kr.e. kb. 300-
ban mar harom tizedesjegy pontossdggal ismerték, egy perzsa matematikus ti-
zenhat tizedesjegyre szamitotta ki, egy Ludolph van Ceulen nevii holland vivé-
mester pedig 1610 kortil 35 tizedesjegyig hatdrozta meg a m értékét! Ezért szokas
ma is Ludolph-féle szimnak nevezni. A 18. szdzadban bizonyitottak, hogy irra-
ciondlis, azaz nem irhaté fel két egész szam hanyadosaként, a 19. szdzadban
pedig azt, hogy transzcendens, azaz hogy raciondlis egyttthatdju algebrai egyen-
letek gyoke nem lehet, ez pedig egyet jelent azzal, hogy euklidészi szerkesztéssel
(azaz csak korzovel és egyélii vonalzdval) nem lehet m hossztsagu szakaszt szer-
keszteni. Sokdig gyakorlati hasznot is hozott az djabb tizedesjegyek megtaldldsa:
titkositdsra hasznaltak. 1974 6ta mar egymilli6 folott van ismert jegyeinek
szdma, ami azonban semmit nem jelent a tobbi, végtelen sok tizedesjegyre
nézve.

Az el6z6hoz hasonléan transzcendens szdm az e. Euler tiszteletére nevezték
el neve kezd8bettijével azt a szamot, amely az (1+1/n)n sorozat hatarértéke,
azaz, minél nagyobb az n, anndl jobban kozelit a kifejezés értéke az e=2,718
281 828 ... szdmhoz. Ez a szdm, mint a fenti sorozat hatdrértéke talan még ér-
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dektelen is lehetne, ha nem lenne a matematika és a természet egyik legfontosabb
szdma azaltal, hogy lépten-nyomon visszakoszon. Taldn kamatos kamat szamitési
problémdk megolddsa kozben bukkantak rd, azéta pedig sok matematikai
hatédrértékprobléma megolddsédban vezetett eredményhez. Egészen rejtélyes mo-
don a természet is ismeri ezt a szimot. A természet sok folyamatdnak leirdsdra
hasznalhato, igy pl. a radioaktiv bomlasi sorok, ozmézisnyomads, a reakcidse-
bességi allandé hémérsékletfiiggése, populdcidogenetikai és okologiai problémak,
a gejzirek vizének hémérséklete, a gejzirek kitorésének periddusideje, a telitett
vizg6zok strlisége, a vizfelszin alatti hullimok amplitadéjanak mélységfiiggése,
a légnyomas magassagtol valo fiiggése. Olyannyira gyakori, hogy az e alapszamu
logaritmus a hagyomanyos logex jelolés helyett egy rovidebb, konnyebben
irhat6 jelolést kapott, az Inx-et, (azaz logaritmus naturalis x). Ugy is hivjuk,
hogy az e a természetes alapu logaritmus alapszdma. Mit6l természetes? A ter-
mészet konyve a matematika nyelvén irédott — mondjdk. Honnan tudjdk a ter-
mészeti jelenségek a matematikat? Ezek a gondolatok, ezek a kérdések el kell
hogy hangozzanak legaldbb egyszer minden kozépiskolds el6tt. (Tapasztalatom
szerint a hely-, t-, cél- és kiildetéskeresé kamaszok, ifjak fogékonyak is ilyesfajta
gondolatok tovabbvitelére.)

Bernoulli-, Fibonacci-, aranymetszeti szdmok. Majdnem minden virag szir-
mainak szamat megtalalni a kovetkez6 furcsa sorozatban: 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55;
89; ...2% (A liliomé 3, a boglarkaé 5, a szarkaldbé 8, a gélyahiré 13, az 6szirdzsaé
21, a legtobb szdzszorszépé 34, 55 vagy 89.)° Semmilyen mas szdim nem fordul
el ilyen gyakorisaggal. Vajon miért? (Ezt a specidlis szimsorozatot érdekes
Osszefiiggéseivel mér sok évszazaddal ezel6tt észrevették, el6bukkant mér Fi-
bonacci (1170?—1240?) munkdssdgaban, egy nyulpopuldcié novekedésének vizs-
gélataval kapcsolatos problémaban. Az 6 tiszteletére nevezziik ma is Fibonacci-
sorozatnak.) Ezek a szimok minden mds szimnél gyakrabban jelennek meg a
novényvilagban: hordozzdk a napraforgé tanyérjan Bernoulli-spiralis alakban
elhelyezked6 magocskdk, az anandsz pikkelyei, a feny6tobozok, a novények
friss hajtdsaik csticsdn, és szimtalan mds helyen, ahol a szép mintdkra fogékony
megfigyel6t gyonyorkodtetik spiralisaikkal.'
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Ha a fenti szimsorozat szomszédos szimainak hanyadosit tekintjiik, azt ve-
hetjiik észre, hogy minél nagyobb a vizsgélt elemek sorszdma, anndl jobban ko-
zelit ez a hdnyados a 0,618034-hez (pl. 34/55=0,618181; 55/89=0,617977;
233/377=0,618037). Ez a hatdrérték pedig nem mads, mint a hires aranymetszeti
szdm, a (V5-1)/2=0,618034...."

A Gauss-eloszlds haranggorbéje mér kozismert, gyakran csak ,,normél-el-
oszldsnak” nevezziik (lasd az aldbbi 4brat).

-9

A normalis eloszlasnak egyetlen maximuma van, és ennek helye egybeesik
az atlaggal, tovabbd az atlag felett ugyanannyian vannak, mint alatta. A termé-
szetben mutatkozo jelenségek, a novény- és allatvilag jellemzdinek leirasakor
vették észre, ma mar az emberek kozotti jelenségekre is ismerjiik, s6t az emberek
kognitiv tevékenységeire is hasznosithaténak bizonyult. A jézan pedagdgiai fel-
fogds szerint a tanul6csoportokat tgy kell szervezni, hogy egy osztilyban vagy
csoportban a tanulok képességek tekintetében (lehetSleg kis szélességii) normalis
eloszlassal legyenek jellemezhet6k. Az egészséges emberi kozosség kialakuldsa
szempontjabol ez a legalkalmasabb eloszlds, amelynél a legkivélobbak és a leg-
gyengébbek is beldthaté tavolsdgban vannak a derékhadtdl. Ilyen eloszlds esetén
a legjobbak tudjdk huzni a tobbit és ¢ket is hajtja a derékhad, ugyanakkor a leg-
gyengébbek sem szakadnak le, mert van reményiik, hogy a mezényben marad-
hatnak. A minimumot mutatd eloszlas a kozosségek spontdn szegregaciojat
vonja maga utdn, nemcsak az iskolaban, hanem az egész tdrsadalomban és a
bioszféraban is.

Mi ez a rejtély? Honnan tudja a novény- és allatvilag a matematikat? A gének
hordozzdk igy az informéciét? Miért éppen ezt, és miért nem véltoznak rugal-
masabban? Lehet, hogy az evolticié a természetesen ad6dé matematikai min-
tdkkal kezdte és a természetes kivélasztodassal hangolta be éket? Es miért tartjak
évezredek 6ta a harmonia csicsdnak a kiillonb6z6 miivészetekben megmutatkozo
arényt az emberek? Ujra és tjra kérdések. Kérdések, amelyekre a vilasz talan
rejtelmes. Vagy éppen nagyon is egyértelmii.
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III.1.2. Hasznossag

A hasznossdg a teriiletszdmitas, az ad6zas, a mérnoki munkék tertiletérol
mar évezredek 6ta vitathatatlan. A tudoményok szolgédldleanyaként legnyilvan-
valébban a fizikusok, kémikusok tartjak szimon a matematikét, de ma mar bi-
olégia, orvosi kutatdsok, térképészek, meteorologusok, zeneesztétak, torténészek,
nyelvészek sem nélkiilozhetik. Egbenytil6 katedralisok vagy szépivii hidak lattan
nincs, aki vitatnd a szdmitdsok sziikségességét. Atomerdmd, vegyi tizemek vagy
Mars-szonda tizemeltetése, de még a meteoroldgia sem megy szamitasok nélkiil.
De a leghétkoznapibb ember mindennapjai sem.

A primszdmokrdl és a szimelmélet alaptételérol kevesen tudjék'?, hogy min-
dennapjainknak milyen hdsbavagé kérdései vezetnek ezekhez a szaraznak és
haszontalannak is beéllithaté kérdésekhez. (Primszdmok azok a természetes
szamok, amelyeknek pontosan két oszt6juk van: az egy és onmaguk; a tobbi,
azaz a tobb osztdval rendelkezd, Osszetett szamok szorzattd bontdsanak, azaz
primfaktorizacidjanak egyértelmuiségével foglalkozik az emlitett tétel.) A titkos
kédolds, ipari kémkedés, banki biztonsagi rendszerek mulnak azon, ki taldlja
meg el6bb az adott informatikai segédeszkozok hasznélataval elérheté legna-
gyobb primszdmot, illetve egy adott szam primfaktorizdciéjat. (Bankkartydja
manapsag szinte mindenkinek van, és természetesen vigan hasznélhatja anélkiil,
hogy valaha is szembesitették volna azzal, min mulik a rendszer biztonséga,
mégis ugy tapasztalom, ez a fajta hasznossag enyhité kortilménynek szamit a
primszamok megtanuldsanak kényszerében. Egy megfeleléen nagy, mondjuk
100 jegyti szamrol eldonteni, hogy prim-e, illetve ha nem az, melyek a primosztéi,
pusztan prébélkozasokkal nem fog menni véges id6ben.) Ezen a prim-
faktorizacion és annak bonyolultsdgan alapulnak szamitogépes jatékok, digitalis
kommunikdcionk biztonsagi elemei, az elektronikus alairds, hitelesités, vizjel
stb.”” Ha az osztdlyban sikeriilt felvillanyozni néhdny érdekl6d6t, meg lehet
kérni, nézzenek utdna — példdul az interneten — mekkora a ma ismert legnagyobb
primszam. (A neten valé bongészésnek jo hozadéka lehet, hogy matematikat
népszerisito, érdekes, jatékos honlapokra bukkannak. Annak érdekében, hogy
a ,barangolds” a matematika témainak kornyékén maradjon, allando felajanla-
som a halérél megismert, iskolai témdinkkal kapcsolatos djabb ismeretek, bi-
zonyitasok, érdekességek — de csak a valoban megértett, elsajatitott ismeretek —
jutalmazdsa. Nemcsak, vagy nem feltétlenil jeggyel, hanem lelkes kozkinccsé
tétellel.)

Igazan csak apré fricskaként jegyzem meg, hogy a primszamok elméletének
egyik legkiemelkedébb kutatdja, Godfrey Hardy azt irja magdrdl Egy matematikus
védekezése c. konyvében:'* ,Soha nem tettem semmi hasznosat. Semelyik felfede-
zésem sem volt kozvetleniil vagy kozvetve jo vagy rossz hatdssal a vildg folydsdra, és
nem valészinii, hogy valaha hatdssal lesz...” Ma mar latjuk, tudjuk, hogy ami
teljesen haszontalannak tlinik a felfedezés pillanataban, kés6bb, esetleg évsza-
zadok multan akdr hasznos is lehet.
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Bolyai Jénos munkéssédga is az el6z6 gondolatot erdsiti. (Ezt nekiink, ma-
gyaroknak mindenkinél jobban illik tudni.) Az euklideszi hagyomdnnyal bizo-
nyos értelemben szakité langelme olyan 4j geometriat alkotott, amely zsenialitas,
ha lattdk is néhdnyan, nem tudott 4ttorni a kor uralkodé filozéfiai nézetén,
amely szerint a valds tér ,,a priori” euklidészi. Abban a tudatvildgban 6riilt 6tlet
volt egy masik, olyan geometria gondolata, amelyben a haromszog bels6 szog-
osszege nem 180°... Es eljott az idd, amikor csillagaszati 1épték szogmérésekbdl
az dertilt ki, hogy a valds vilagban (nagy tavolsdgokban) a haromszogek belsd
sz0gosszege nem is 180°. Jollehet, szegény Bolyai nem érhette meg ezt az ered-
ményt, és az iskolakban a foldi méretekben valé hasznossaga miatt még mindig
az euklidészi geometriat tanitjuk, mégis érdemes elgondolkodni azon, hogy mi
is a hasznos val6jaban? Ki tudja ezt megitélni és mi alapjan?

A szerencsejatékok és a biztositdsok hivtak életre a valészinliség-szamitést.
A val6szintliség fogalma mér az antik gorog filozéfidban szerepelt. Az a gondolat,
hogy a természetben tapasztalhaté torvényszeriiségek a véletlenek tomegén ke-
resztill érvényesiilnek, az 6kori materialistdkndl szerepelt el6szor. Késébb a
kockajatékokkal kapcsolatos feladatokra, biztositasi és életjaradékkal kapcsolatos
problémédk megolddsara alkalmaztak. Mara a modern tudomadny felfedezte,
hogy az n. val6szin(iségi szemlélet magyardzza meg helyesen a benntinket ko-
riillvevé vilagegyetem jelenségeit, és az élévilagban lezajlé folyamatokat is ez
irja le jol.

Nagy pénzek, sorsok fordulhatnak meg olykor egy-egy kotvény vagy fogadas
tétjén. A pénz megszerzése, megtartdsa Uj lendiiletet adott a valdszinliség-sza-
mitds tovabbi fejlédéséhez. Ma mar a széllodai vagy repiil6téri foglalasok rend-
szere is épit a valdszintiségi vizsgalatok eredményeire, sorban allasi problémakat
irnak le segitségével. Allami szerencsejatékok miitkodnek (lottd, toto, kené stb.),
és allami kiaddsu sorsjegyeket arusitanak, nyilvin megbizhaté matematikai ap-
pardtusra épitve. Es vajon legalabb tanitvanyaink megértik-e, mit jelent, hogy
ha egy sorsjegyjatékon a nyerési esély 1:4,25?

Manapsag tjsagolvasé emberként sem lehetiink meg anélkiil, hogy statisztikai
adatokat valamelyest értelmezni tudndnk. A hétkoznapi hasznalok is, és a hiva-
tasosak is (hivatalok, elemz6k, stratégdk, tjsagirok, miiszaki mindségellen6rz6k)
a matematikanak egy nem tudlzottan régi, a valdszintség-szamitasbol kifejlédott
és sokasagokra jol alkalmazhat6 teriiletéb6l meritenek. Ez a matematikai sta-
tisztika. Latjuk, halljuk, alkalmazzuk, de vajon értjiik-e, hogy mit jellemez az
atlag és mit a szords, mi a korreldcid, mi a szignifikancia? Fontos, hiszen ha
ondllé véleménnyel rendelkezd djsdgolvasok/tévénézok lennénk, kevésbé lennénk
kiszolgéltatva szamtrikkoknek. A statisztika alapvetd feladata tapasztalati adatok
gyUjtése (ilyen pl. a kozvélemény-kutatds, id6jarasi adatok), ezek rendezése, ér-
tékelése, mintakbdl kovetkeztetni az egész sokasdg valdszintiségeire, eloszlés-
és slirliségfuiggvényére, azok paramétereire. Vannak, akik ugy tartjak, a statisz-
tikdval barmit be lehet bizonyitani, azaz a statisztika hazudik. A statisztikat va-
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l6ban el lehet torzitani, az adatgytijtés korének megvalasztasdval, nem megfeleld
mutatdk hasznalataval. Ezért fontos, hogy tisztdban legyiink a statisztikai mu-
tatok jellemzoéivel, diagramok jelentésével, megértsiik az elemzéseket, észreve-
gyiik, ha be akarnak csapni benniinket, és a szérélapok ldtvanyos grafikonjai
mogé lassunk.

II1.2. A MATEMATIKA TORTENETEBOL ES FILOZOFIAJABOL

Vég nélkiil sorolhatok a matematika torténetének meglepd, tanulsagos, mu-
latsagos, vagy éppen csak tényszer( torténetei, amelyekkel emberkozelivé teheték
a tudomany eredményei. Még a legk6zombosebb tanitvanyok is racsodalkoznak
a kiilonboz6 korok kiilonb6zd fejlettségli gondolkoddsi szokdsaira, a leirds esz-
kozeire, nyelvezetére. A matematika, mint emberi alkotds, fejlédik az emberi
tarsadalmakkal, az évezredekkel, és ahogyan a tarsadalmak és a technika véltozik,
ugy valtozik a matematika helye is a tdrsadalomban. (Elég csak annyit mondani,
hogy ma mar — értheté okokbol — sem az uralkoddk, sem az egyhdz nem tdmo-
gatja kiillonosebben a tudomanydgat, pedig tették azt a tudomdnyok egyediili
letéteményeseiként sok évszazadon at.)

Két hiressé valt torténetet érdemes tanitvinyainknak is tovédbbadni.
Mindekettdben egy matamatikdt tanulni vagy6 uralkodo jelenik meg. Az egyik:
Ptolemaiosz. Amikor a nagy kirdly azt kérdezte Euklideszt6l, hogy a geometria
tanuldsanak nincs-e konnyebb, rovidebb ttja, mint amit a tudds Elemek c.
munkdja kinal, a nagy geométer igy valaszolt: ,,A geometridhoz nem vezet kirdlyi
ut.” Ez lett Sain Marton nagyivii matematikatorténet konyvének cime is. A mésik
uralkodé: Krisztina svéd kirdlynd, aki 1649-ben Stockholmba hivja Descartes-
ot. A kirdlyné kulturalis nagyhatalomma kivanta emelni Svédorszagot, és ennek
utjét a filozéfus-matematikus Descartes meghivaséval, a svéd kirélyi akadémia
megalapitdsdval latta jairhatonak. Krisztina kirdlyné a filozéfia foglalkozdsok
kezdetét hajnali 6t 6rdra tlizte ki. A zord északi tél mellett bizonydra ez is egyik
oka volt annak, hogy a gyenge egészségii tudds a meghivast kvetd évben tiids-
gyulladést kapott és meghalt. A maltban kiilonb6z6 médon alakulhatott a ma-
tematikdval foglalkozé emberek munkdja, foglalkozasa: volt kozottiik szerzetes,
majd pépa (Gerbert, 1000 koriil), érsek (Bradwardine, 1325), orvos (Cardano,
1550), jogtudds (Viete, 1570), vivomester (van Ceulen, 1610), tigyvéd (Fermat,
1635), hivatalnok (Ramanujan, 1910) és még ki tudja hanyféle érdekes ember."
Ma sem kizdrt, hogy barki, akdr passziobol is matematikus legyen, de a ,md-
soddllast” matematikussag, az elszigetelt kutatds manapsdg nemigen vezet ered-
ményre.

Ha a matematika valtozdsainak forradalmi jelent6ségt, vagy éppen ,csak
érdekes” pillanatait felvillantjuk, bizonyitékat adhatjuk annak, hogy az emberiség
kulturélis 6rokségébdl szép és izgalmas kérdéseket felvetd rész a matematikaé.
Barmelyik témakorhoz taldlhatunk torténeti adalékokat, s6t kittizhetiink érdekes
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témdkat lelkesen konyvtdrozo vagy internetezé tanitvanyainknak, akik olykor
buzgdbb forrdskutaték a matematikatandroknal. (Példdul: ,,A Szentirds szdmai”,
YA szamrendszerek és a katonai alakulatok szervezése”, , N6k a matematiki-
ban”.)

I11.2.1. Minden valamire val6 kultardban foglalkoztak matematikdval.

Miért? Eleinte nyilvan célszertiségbdl, hiszen sziikséges volt a mennyiségek
osszehasonlitdsa valamilyen fajta szamlélas segitségével: 1 feleség, 2 mamut, 3
bogyd, stb. Fejlettebb kulttrdkban megjelent az ad6zas, az épitkezések, a keres-
kedelem, az atvaltdsok dltal életre hivott matematikai problémék sokasaga: te-
riletszamitds, kamat, tortek, stb. Ez a folyamat nem éllt meg, és fiiggetleniil
attol, hogy a matematika a gyakorlati problémdk megoldasa kozben 6néllo,
absztrakt életre kelt, a mai napig tjabb problémakkal kopogtatnak a hétkoz-
napok. Gondoljunk a szerencsejaték- és biztositdsi matematikara, vagy a leg-
ujabb, a szamitogépek dltal felvetett kérdésekre, a bonyolultsag és a véletlen uj
elméleteire.

Az emberiséget az élet nevelte a szamoldsra. A legrégibb, szamlalast rogzit6
bizonyiték egy 30 000 éves farkaslabszarcsont, amelyet a csehorszdgi
Vestonicében talaltak 1937-ben. (A csontra 55 rovds van felvésve, ebbdl 25 6tds
csoportokban.)' Ez régebbi, mint az els6 technikai talalmanyok, a fémek, vagy
a kerék. A szamrovas megel6zte a szamok elnevezését. Nyelvi emlékek mutatjdk
azt a folyamatot, amelyen minden nép atment, az , 1, 2, sok” megkiilonbozte-
tésének fokozatat. Sok mai nyelv is megkiilonbozteti az egyes, kettes és a (ketténél
tobb) tobbes szdmot. Ilyenek a héber, arab és rokon nyelveink kozil a vogul.
Kialakult tehdt a szdmfogalom, a halmazok Gsszehasonlitdsinak képessége
(tobb/kevesebb) és az igény az adatok rogzitésére. A rovasok utan megjelentek
a szamok jelei is. A hieroglifak tanusdga szerint Kr. e. kb. 3000 évvel mar
100 000-ig jelolték a szamokat'”.

Egyiptomban, Babilonban is virdgzott az alkalmazott matematika, de igazi
tudomannyd a gorogok tették azdltal, hogy a szamsorokat, geometriai alakzatokat
a gyakorlati kérdésektdl fiiggetlen, onall6 életre keltették. Kiilonosen nagy je-
lent6ségti az alapfogalmak, definicidk, axiomak, tételek, bizonyitdsok rendszere.
Euklidész forradalmi munkdja, hogy rendszerbe foglalta az addig ismert ered-
ményeket, a tételeket bizonyitotta, visszavezetve mind egyszer(ibb és egyszertibb
allitdsokra, ameddig csak lehetett. Es ahol mér nem lehetett tovabb menni, azaz
sem bizonyitani, sem céfolni nem lehetett, ott azt mondta: ezek szemléletiinkbdl
kovetkezd alapigazsdgok (axidmdk). Az axiomak, kiilonosen az 6todik (a pér-
huzamossagi axiéma), élénk érdekl6dést véltottak ki két évezred sok matema-
tikusabdl, a bizonyitas, vagy a cafolat lehetésége izgatta mindannyiuk fantazidjat.
De az euklideszi alaptételeket sem cafolni, sem bizonyitani nem sikerdilt senkinek.
Bolyai Janos (és t6le fiiggetlentil dolgoz6 kortarsa, Lobacsevszkij) zsenialitdsa
abban allt, hogy megtartva a tobbi euklideszi axiémat, a pairhuzamossagit nem
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céafolni vagy bizonyitani prébdlta, hanem kicserélte egy masikra'®, és az Gj axi6-
marendszer alappilléreire épitette fel geometridjat. Egy, az euklideszitél kiilon-
boz6, ellentmonddsmentes rendszer jott létre, és adott 4j tavlatokat a matema-
tikanak.

A bizonyitasigény nem mindenkiben €l (,,O, tanarné, elhissziik mi azt ma-
génak...”, vagy ,de hat ez nyilvanvald, latszik”), de kialakithat6. A gorogok
nagy ujitdsanak, az elméleti indoklasnak sziikségességét megértetni tanitvanya-
inkkal nem konnyti feladat, de a gorogok hires paradoxonai'®, vagy a hétkéznapi
kérdések ebben is segithetnek. (Didk: ,,Miért harmas a feleletem?” Tandr: ,Higgye
csak el nekem, hiszen nyilvanval6.”)

II1.2.2. A magyarsag matematikai muveltsége

Néhany mondat erejéig emlékezziink meg a magyarsdg matematikai mu-
veltségének kialakuldsarol. Mivel matematikai jellegli irasos emlékeink legko-
rabbrol a 11. szazadbdl valdk, ezért a nyelvészek kutatasaira tudunk csak ta-
maszkodni. Szdimneveink a legdsibb székincstinkhoz tartoznak. A két, harom,
négy, ot, hat és szdz tészamneveknek kozos gyokere van a finnugor nyelvekben,
ami azt jelenti, hogy kialakuldsukkor a finnugor népek még egyiitt voltak és
hatos szdmrendszert hasznaltak. A ,,hét” szimnév példdul mar csak a sziikebb,
ugor csaladban kozos. Mivel a hétnapos id6tartamot is jeloli, ekkor mér valészinti
a hetes szdmrendszer hasznélata. A hetes szimrendszer emlékeit 6rzi a hét vezér,
a hetedhét orszag, a hétfejii sarkdny, stb. Az Ural-vidéki tart6zkodas idején mar
a — valoszintileg irdniaktdl atvett — tizes szdmrendszert haszndltak. (Az eredet
mds elméletei is foglalkoznak a szamnevek hasznélataval.) A magyarsdg mate-
matikai miiveltsége a pasztortarsadalom primitiv igényeinek felelt meg.?

Magyarorszdg a 15. szdzadban kapcsolddott be a hindu-arab szamjegyirds
rendszerébe. Abba a rendszerbe, amelynek eurépai elterjedése az egyetlen ma-
tematikus pdpa nevéhez kapcsolhatd: szerzetesnevén Gerbert, aki (999-ben) I1.
Szilveszter néven lett papa, 6 kiildte Szent Istvan kiralyunknak a korona felsé
részét.”!

Az els6 irdsos matematikai emlék Szent Gellért piispokt6l szdirmazik, 1044-b6l.

Lényeges, hogy tanitvdanyaink el6tt felfejt6djon az emberi gondolkodas tor-
ténetének a matematikdt magaba foglal6, nagyobb ive is, és ennek hatdsara el-
gondolkodjanak filozofikusabb kérdéseken is. Példaul az addzasi, bérfizetési,
tertiletszamitasi kérdések dltal el6hivott matematikai fogalmak miért keltek on-
allé életre a gorogok fejében és miért csak a konkrét elemi szabalyok
gyUjteményééig jutottak az egyiptomiak? Milyen gondolkoddsi mintdk vannak
az emberiségben, ha térben és id6ben 6ssze nem kapcsolt tarsadalmak ugyan-
azokat a matematikai gondolkodasbeli dllomdsokat jarjéak be, megalitikus épit-
ményeik —megfelel6 mértékegységben mérve — ugyanazokat az dsszefiiggéseket
mutatjak, vagy az egymadstol fiiggetleniil dolgoz6 tudésok hasonld, s6t azonos
megallapitasokhoz jutnak? Hol van tulajdonképpen a matematika? A konyvek-
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ben? A fejekben? Akdr a napraforgd génjeiben is, csak mert magjai a Bernoulli
spirdlis elrendezése szerint teremnek? Vagy Stonehenge koveiben? Vagy a szim-
metrikus virdgszirmokban? Torvényszer(iségeit az ember taldlja ki és erdlteti ra
a vilagra, vagy az embert6l fiiggetleniil is 1éteznek? Mas intelligencidkban — ha
ilyenek léteznek — ugyanilyen osszefiiggéseket fedeznének fel? A 20. szdzad
szovjet tuddsa, Safarjevics, Gottingenben a Tudoményos Akadémia dijanak at-
vételekor fogalmazta meg el6addsaban a kovetkezét: ,, A matematikdra vetett fe-
lilletes pillantds azt a benyomdst keltheti, hogy az sok, kiiloinbozé kontinensen és
korszakokban szétszort tudos egyedi erdfeszitéseinek eredménye. Belsé logikdja in-
kdbb egyetlen intellektus munkdjdra emlékeztet, aki szisztematikusan és kovetke-
zetesen gondolkodik, és csupdn eszkizként haszndlja az emberi individuumok sok-
féleségét. Zenekarra hasonlit, amely valakinek a szimfonidjat adja eld.”* A hasonlat
taldn meglepé egy szovjet tudds szdjabol, de a gondolat aligha uj, hiszen a gérog
filozéfusok és matematikusok is azt gondoltak, hogy a geometria—aritmetika—
csillagdszat—zene az égi szférdkba vezeti az értelmet. Késébb, a kozépkor
quadriviumadban is megjelenik ez a gondolat.

II1.2.3. Hires matematikusok

Az altalanos kérdések ujra és Gjra emlegetése a matematika oran arra hiva-
tottak, hogy életben tartsak a képet a matematikdrol: az emberi szellem kiilon-
leges alkotésa, amely folyamatosan épiil ma is. Es ez a palota csodédlhat6 agy is,
ha nem tudunk belépni minden termébe, ha nem latjuk tornyai magasat. De
egész bizonyosan akadnak olyan termek, amelyekbe batran beléphetiink, ott-
honosan fogjuk érezni magunkat. Es hogy a palotét jérva tanitvdnyaink is minél
tobb ismerdssel taldlkozhassanak, ne legyiink restek hires matematikusokrol
mesélni: hogy éltek, mirél gondolkodtak, milyen érdekes tulajdonsagaik, szo-
kasaik teszik szamukra is megjegyezhet6vé alakjukat.

Az el8z6 részben emlitettem a szimelmélet egyik nagy elméjét, Hardyt. Nos,
6 az egész szamokat mar kora gyermekkordban szerette és érdeklddott tulaj-
donsdgaik irant. Két évesen (!) mar le tudta irni a szdmokat egymilli6ig, késdbb
a templomban az énekek szdmdnak primosztoit keresve szorakoztatta magat.

Ha a szimelmélet nagyjait emlegetjiik, nem hagyhato ki a néhany éve elhunyt
Erd6s Pél neve. Nemcsak mert magyar, és nemcsak mert igazi kiilonc volt,
hanem mert nagyon sokat tett a matematikai problémak népszertsitéséért és
azért, hogy a matematika kutatdsa csoportmunka legyen. Kival6 elme volt.
Szamtalan problémat tlizott ki megoldasra 5-500 $ dijazdsért és sokra kapott is
megoldést. O maga minden pénzét jotékony célra forditotta, didkokat timoga-
tott, nem tartott fenn lakdst sehol a vilagon, mindig varatlanul bukkant fel a
vildg barmely sarkan él6 professzoroknal, hogy egy-egy problémat egytitt gon-
doljanak tovabb. A szellemet messze a testi valosag folé helyezte, testedzésre,
gyakorlatias dolgokra tigyet sem vetett (soha nem tudott felbontani pl. egy
doboz gytimolcslevet). A szarnyal6 elméji tudds fejbdl tudta minden kolléga-
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janak telefonszamat, azonban mindannyiukat vezetéknéven szdlitotta, kereszt-
neviiket taldn nem is tudta. (Huasz éven dt kozeli munkatarsa irja réla: ,Min-
denkit vezetéknevén szélitott, kivéve Tom Trottert. Ot igy szélitotta: Bill.”??)
Folyamatosan ajzoszerekkel élt, ezek nélkiil élni ugyan tudott, de —ahogyan 6
mondta — alkotni nem, matematikai problémék megolddsa nélkiil pedig sziméra
értelmetlen volt az élet. Paul Hoffman remek stilusban irt konyvet réla The
Man, who loved only numbers cimmel (magyar forditasa Primember cimmel
jelent meg), igazi élmény a nem matematikusok szamadra is. Nemcsak a tudds
kiilloncségei vagy nagyvonalu jotékonysaga, vagy akdr zsenialitdsa miatt, hanem
mert bepillantdst ad a matematikusok életébe, a klasszikus problémadk és a
kutat6 elmék vilagéba.

Még mindig a szimelmélet képvisel6i kozott maradva, csak bé kétezer évvel
korébbrol: Pitagorasz. Nevérdl ismert tételén kiviil (amely egyébként nem téle
szarmazik, hiszen mar egyiptomi és babiloni felhasznéldsa is ismert) szimelméleti
Osszefiiggések felfedezése kotédik hozzd és tanitvdnyainak koréhez. Maga
Pitagorasz az egész szdmokat és ezek tortjeit tanulmanyozta, tobbel koziilik
misztikus kapcsolatot dpolt, tulajdonsdgokkal ruhdzta fel 6ket (jéindulat, toké-
letesség, szerencse, stb). Bardtsigosnak nevezte a 220-at és a 284-et, mert az
egyik valédi (6nmagén kiviili) osztéinak 9sszege a mésik szdmot adja. Tobb
ilyen szdmpdrt nem talédlt.* Pitagorasz életét misztikum vette koriil, legendak
ovezték, amelyek egy részét sajat maga kezdte terjeszteni. A vildg harmoénidjanak
leirdsat az dltala balvinyozott egész szamok kozott mutatkozé szabélyszeriisé-
gekkel vélte megoldhatonak. Egy legenda szerint amikor egy tanitvanya azzal
prébélta megingatni vildgképét, hogy az egységnyi oldali négyzet dtldjanak
hossza, a V2 nem irhato fel sem egész szamként, sem egyszer(i tortként, nagyon
zaklatott lett és titoktartdsra kotelezte tanitvanyait. A legenda szerint a titoktartast
késébb megszegd tanitvanyt Pitagorasz kivégeztette. Ma pedig minden hetedi-
kesnek megtanitjuk, hogy a \2 irraciondlis, és minden kilencedikesnek bizo-
nyitjuk is...

Ramanujan indiai matamatikus sem maradhat ki a szdmelmélet érdekes
emberei koziil. Brilidns elme volt, autodidakta matematikus. Szegényes hiva-
talnok allasa mellett minden idejét a matematikanak szentelte. Az eurdpai ma-
tematikai életbe 1914-ben, Hardynak irt levele utdn kertlt, aki felismerve a
langelmét, felkarolta és Londonban hosszabb ideig dolgoztak egyiitt. Intuitiv
modszerét még Hardy is figyelemre mélténak tartotta, olyannyira, hogy mikor
megkérdezték t6le (Hardytol), hogy véleménye szerint 6 mivel gazdagitotta
legjobban a matematikat, azt vdlaszolta: Ramanujan felfedezésével. Ramanujan
minden szamot személyes jobaratjanak tekintett és elképeszté mdédon ismerte
tulajdonsdgaikat. Egyszer egy taxi 1729-es szdmar6l megjegyezte: ,Ez nagyon
érdekes szdm. Ez a legkisebb érték, ami kétféleképpen bonthaté kobszdmok
Osszegére (12 és 1, vagy 10 és 9 kobének osszegére).”?
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Matematikus sirkovek?®

Az el6z6 fejezetben mdr emlitett Jacob Bernoulli (1654-1705) halalos dgyan
azt kérte, sirkovére az altala felfedezett logaritmikus spiralist véssék és az Eadam
mutata resurgo (megvaltozva bdr, de ugyanannak tdmadok fel) feliratot. Hit-
valldsa mellett ez a mondat az érdekes gorbének arra a tulajdonsdgara utal,
hogy a logaritmikus spiralisbdl szdrmaztatott gorbék koziil tobb tjbdl logarit-
mikus spirlis.

Gauss (1777-1855) munkdssiga nyomdan megvaltozott a matematikanak
szinte minden dga. Hatalmas felfedezései koziil a legkedvesebb maradt elsésziilott
gyermeke, a szabalyos tizenhétszog szerkesztésének eljarasa. Kivansaga, hogy
sirkovére ezt véssék, nem teljesiilt, de sztilvarosaban, Braunschweigben em-
lékmiivének talapzata szabalyos tizenhétszog alaka.

Ludolph van Ceulen (1540-1610) holland er6ditményépits, matematikus
és vivomester siremléke a hollandiai Delft varoskaban 4ll, és rajta a nevét hiressé
tevé m jegyei lathatok. Ludolph szdmolta ki els6ként elészor hisz, aztan har-
mincot tizedesjegyig a m értékét. (A 16. szdzad végén ez 6ridsi teljesitmény volt.
Azéta nevezik a T szimot Ludolph-féle szdmnak.)

Diophantosz (3. szdzad) a gorog geometriai hagyomdnyokkal szakitva, arit-
metikéval foglalkozott, babiloni alapokra épitett, amelyet tovabbfejlesztett, és a
13 kotetes Arithmetika cim munkajat hagyta az utékorra, amelynek csupan 6
kotete maradt meg. Eletérél mindossze annyit tudunk, amennyit egy 10. szdzadi
bizénci antoldgia (6kori gorog versek gytijteménye), Diophantosz sirfelirataként
kozol:?

Vén Diophantoszt rejti e k6. Bdr 6 maga szunnyad,
Megtanitotta a sirt, mondja el élte sordt. ...

A folytatds egy matematikai feladat, melyet megoldva megkapjuk, hany évet
élt a mester. A vers mint feladat a Jutalomjaték c. részben olvashat6 teljes sz6-
veggel.

A kozépszerr6l, egy hires parbajrol és az ,irastudok” felel6sségérol

A matematikusok és felfedezéseik sorsdnak alakuldsa olykor kalandos, olykor
dicsdséges, de sajnos olykor szomoru is. Természetesen nincs sok értelme a
»Mi lett volna, ha...?” tipust kérdések ismételgetésének, érdemes azonban el-
gondolkodni azon, mennyivel nagyobb 1éptékben haladt volna elére a tudomany
és a boldogulds dtjan az emberiség, ha legaldbb a megértést, a segité tdmogatast
megkaphatnd mindenki. Sokat vétenek biintetleniil (olykor csak butasaguk,
vagy gyavasaguk, de olykor irigy rosszindulatuk miatt) az 6nz6, kozépszert
emberek azzal, hogy a ndluk kiilonbeket igyekeznek lehtizni a maguk kisszer(i
vildgaba.

Arkhimédész (Kr. e. 287?-212) halalat példaul egy, az alkoté elmét fel nem
ismer6 romai katona okozta. A tudds gondolataiba meriilve éppen koroket raj-
zolt a homokba, az odaérkezé katona hivésdra az azéta szall6igévé lett mondattal
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valaszolt: Noli turbare circulos meos! (Ne zavard a koreimet!) A feldithodott
rémai (Marcellus katondja) leszurta. A sors fintora, hogy bar ezt a katondt
vezére kizarta a hadseregb6l, egy késébbi csatdban, Sztirakuzdnal, tobb mint
két éven dt éppen Arkhimédész gépeinek, csigasorainak, emel8inek és hajitogé-
peinek koszonhetéen Marcellus nem tudta bevenni az ostromlott varost.

Galois (1811-1832) tragikusan rovid életét végigkisérik a meg nem értések,
elutasitasok sorozata. A 12 évesen iskoldba kerl6 fiti tandrait messze tulszarnyald
tehetséggel rendelkezett, ami az egyetlen, szamara érdekes dolgot, a matematikat
illeti. Kozépiskolai tandrai, nem értve meg eredeti gondolatait, a sablonokat
probaltak rakényszeriteni, egyetemre pedig nem is kertilhetett, mert bizonyitasait,
gondolatait Gjszer(iségiik miatt tobb felvételijén érthetetlennek mindsitették.
Egy alkalommal, mikor 17 évesen harmadszor felvételizett és a szébelin vizs-
gdztatoja ostobasagnak nevezte gondolatmenetét®, hirtelen haragjéban a vizs-
gaztato fejéhez vagta a szivacsot és elkeseredetten elrohant. A meg nem értés
fajdalma a forradalmi mozgalmakba sodorja, majd bortonbe, itteni megbete-
gedései miatt korhdazba, majd egy feslett n6 karjaiba kertiil. Egy, a szerelmére
tett megjegyzés miatt parbajozik, és 21 évesen meghal. De a fanatikus zseni a
halala el6tti éjszakdn papirra vetette addigi felfedezéseit, amelyek jocskdn meg-
elézték kortdrsai megértéképességét, és bar csak késdbb ismerték el azokat,
mégis mint a csoportelmélet legkiemelkedébb alkotasait tartjék szimon mind
a mai napig.

Gauss, akirél mar volt sz6 ebben a fejezetben, szintén kiemelkedéen tehet-
séges gyermekként indult, és szerencsés modon zsenijét felismerte és timogatta
elsé tanitoja. A szinte mdr klasszikussa valt torténet szerint az osztatlan iskolaban,
ahogy ez annak idején lenni szokott, a tanitd, amig az egyik osztéllyal foglalko-
zott, a tobbinek 6ndllé munkat adott. Egy ilyen alkalommal a hatéves (!) Gauss
csoportja 6nall6 feladatul kapta a természetes szamok Osszeadasdt 1-t6l 40-ig.
A kis Gauss pillanatokon beliil vitte a helyes eredményt palatabldjdra irva: 820.
A meglepett tanitonak elmagyarazta, mint magatdl értet6dot: az elsé és utolséd
Osszege ugyanannyi, mint a masodik és az utolsé el6tti Gsszege, és igy tovabb.
40+1=39+2=... és 20 ilyen pér van, tehat az eredmény 20x41=820. Nos, a sze-
gény nyergesmester gyermeke ett6l kezdve a braunschweigi herceg tdmogatasaval
jart gimndziumba, majd egyetemre. 19 évesen, egy sokkal dltaldnosabb probléma
igazoldsaval® jutott a matematikusokat 2000 év dta izgat6 problémanak, a sza-
bélyos tizenhétszog szerkesztésének megolddsahoz. Gauss 6ridsi munkakedvvel
és toretlen lendiilettel alkotott egy hosszu életen dt, eredményei a matematikdnak
is 4j lendiiletet adtak és neki magdnak is dicséséget hoztak. Mégis, amikor a
fiatal Bolyai Jdnos hozza kiildte birélatra a ,,nem-euklideszi geometridt” meg-
alapozé munkdjét, valaszaban sajat kutatdsaira hivatkozva a munka elséségét
vitatta, pedig ebben a témdban nem publikdlta gondolatait. A nagytekintélyt
Gauss, akit a matematika fejedelmének szokas nevezni, bar valdszintleg felis-
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merte a gondolatok forradalmisagét, nem karolta fel Bolyait, ezzel egyik oka
lett a magyar tudos elszigetel6désének.

Euler (1704-1783), a matematika mdsik fejedelme, Gaussal ellentétben nagy-
vonaltan felkarolta az ifji Lagrange felfedezését, és bar maga is tett megallapi-
tasokat abban a témdban, nem vitatta Lagrange elsdségét, hanem dtengedte a
témat, még Gtleteivel is tdimogatta, kés6bb pedig tovabbfejlesztette Lagrange el-
méletét.

Az emberi természet megannyi érdekes megnyilvdnuldsa, a koriilmények, a
torténelem diszletei teszik olyan kalandosan fordulatossd, olyan lélegzeteléllitan
izgalmassa, olykor pedig elgondolkodtatévd a matematika torténetét.

II1.3. MATEMATIKAI MAZSOLAK

I11.3.1. Mit ér a jézan ész?

Zénon hiressé vélt aporidit érdemes tjra és Gjra el6venni, akar mint talalds
kérdéseket. Vajon hogy lehet az, hogy egy bizonyos, elére rogzitett helyre egy-
altalan odaériink, hiszen barhol legyiink, mindig meg kell tenniink még a vissza-
1év6 1t felét, majd annak a felét és igy tovabb. A felezések szama végtelen, az
el6ttiink 416 ttszakaszok szdma végtelen, tehdt oda sem érhetnénk. J6zan esziink
és tapasztalatunk szerint azonban odaérhetiink. Hogy van ez? A magyardzat
egyszer(: végtelen sok tag Gsszege is lehet véges. Latvanyos igazoldsként rajzol-
junk a tablara egy szakaszt, nevezziik 2 hossztsaginak (hiszen az egység meg-
valasztasa tetszéleges). Ha ezt a szakaszt felezziik, el6all 1+1, a jobboldalit
tovéabb felezve el6all 1+Y2+74. E két jobboldalibdl is a jobboldalit tovabb felezve
el6all 1+Y2+v4+%4, majd a jobboldaliakat tjra és tjra tovabb felezve adddik az
1+ V2+1/4+1/8+1/16+...1/2" +... Osszeg, amelyr6l madr a kiindulds miatt is tud-
juk, hogy 2, azaz véges.

A végtelennel nincs konny( dolga a hétkéznapi okoskodénak (H.O.). Nézziik
csak példaul mibdl van tobb: természetes szimbdl vagy paros szimbdl? H.O.
azonnal ravagna: nyilvan parosbdl van kevesebb, hiszen csak minden masodik
természetes szdm paros. Mit mond erre a matematika? Vedd az els6 természetes
szamot (0) és rendeld hozzd az elsé paros szamot (0), tedd ugyanezt a masodik
természetes szammal (1) és a mdsodik parossal (2), majd igy tovébb:

00
12
244
36

n < 2n
Vagyis minden természetesnek van parja a parosb6l, minden parosnak a

természetesbdl, sehonnan sem marad ki (ez a matematikdban a kolcsénosen
egyértelmii megfeleltetés), tehdt ugyanannyian vannak. H.O. erre hitetlenkedve
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kialt fel: de hét a paros szamok akkor is csak feleannyian vannak! Ja, igen, bard-
tom — felelhetjiik — a végtelen vilaga sok meglepetést rejt. Szamodra tehét ez az
els6: a végtelenben a feleannyi is ugyanannyi, mint a kétszer annyi. Hat, bizony,
erre aludni kell egyet-kett6t!

Es ha a tobb alvas utan leiilepedni latszik, hogy a végtelenben minden mds-
hogy viselkedik, ha mér elfogadottnak tlinik, hogy ugyanannyi természetes
szam van, mint egész, ugyanannyi, mint raciondlis, akkor azt is megmutathatjuk,
hogy van nagyobb szamossdgti szimhalmaz (a valés szimoké). Megmutathatjuk,
hogy a végtelenek sem mind egyforman végtelenek. Vannak ,nagyobb” végte-
lenek: pl. a megszamlalhatondl nagyobb a kontinuum végtelen. S6t...

A szamkor felépitésének vizsgdlgatdsa mindig kerekre nyit egy-két szemet.
Igazi racsodalkozdsok ezek. Hiszen a szamok vilagatol varjak a legkevesebb
meglepetést azok, akik kényelmi szempontokat részesitenek elényben. Végtére
is szamolni mar az dvoddsok is tudnak, kicsit tupirozzak negativ és tortszam-
okkal, a primszamok gyokével, mint irraciondlisokkal, w-vel, e-vel, és kész. Tul
sok tjat kdr lenne vérni. Es mégis! Ha a val6s szimok halmazadnak szdmossiga
»nhagyobb végtelen” mint a természetes szimoké, akkor az csak az irraciondli-
saktdl lehet, azon belill is a transzcendensektdl. De hiszen ilyeneket alig ismeriink
(m, e)! Hol vannak a tobbiek? Még nem talaltédk volna meg 6ket? Na és mi a
helyzet a szamkor tovébbi bovitéseivel? Komplex szamok, robbantott szimok™,
stb. Vannak még tovabbi bévitések? Van hatar egyaltaldn? Bizony, még a szamok
vildga is ilyen rejtelmes, kalandos, lehetdségekkel teli vilag.

b

II1.3.2. ,,Végy egy zsineget...” és tedd vele élményszertibbé az 6rat!

Nemcsak a fejben/tablan végtelen sok 1épésben, gondolatban megtett utakon
jarhatunk. Féleg, amennyiben nem a végtelent akarjuk célba venni. Tobb té-
mdban nyujthat segitséget a kozonséges haztartasi zsineg. Kicsit légy biivész,
kicsit show-man, de a cél csak az élményszert szemléltetés legyen!

Pitagoraszi szamharmasok. Mar az 6kori Egyiptomban ismerték azt az elja-
rast, amit gyermekként tigyes mesteremberekt6l lathattam magam is: a derékszog
kimérését szogméro nélkiil, hosszisagegységek felhaszndlasaval. Egy megfeleld
méretli madzagra felmértek 3 egységet (a mesterek pl. decimétert) itt egy csomot
kotottek, innen kezdve négy egységet, itt Gjabb csomd, innen ot egységet, a
végén tjabb csomoéval. Ha a madzag elejét az utols6 csomoéhoz igazitva ugy al-
kottak haromszoget, hogy annak egy-egy cstcsa a kozbiilsé csomdknal legyen,
derékszogli haromszog jott létre. (Persze, hiszen a 3;4;5 pitagoraszi szimharmas,
vagyis a két kisebbik szam négyzetosszege a harmadik négyzetével egyezik meg,
azaz bel6liik derékszogli haromszog alkothatd. A derékszog az 6t egységnyi ol-
dallal szemkozt keletkezik.)
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A mesterek munkaihoz sziikséges pontossagban az eljards megadja a derék-
szoget. Ma mér a mesterek mashogy dolgoznak, viszont az eljarast barmelyik
6ran konnyt reprodukaélni.

Maradjunk a zsinegnél és a derékszognél. Ha mar elég sok pitagoraszi szam-
hdrmassal talalkoztunk (segitségiil hivhaté akar a fuggvénytabla, akdr az inter-
net), vagy akdr egy masik téméban, a trigonometria 9sszefiiggéseivel vizsgalgatjuk
a derékszogli haromszogek oldalai és szogei kozotti viszonyokat, tegytik szem-
1életessé megéllapitdsaink egyikét. Ha a tdblara rajzolunk egy nem tdl nagy de-
rékszogli haromszoget, melynek egyik hegyesszoge kb. 4-5°, azt tapasztaljuk,
hogy — tigyes rajz esetén is — alig lathaté a 4°-os szoggel szemkozti befogd. Ha a
rajz a tabla teljes hosszan keresztiil késziil — vonalzé nélkiil ez mar biztos kezet
igényel — nos, akkor mdr valamivel jobban lathat6 a ,kritikus” befogéd. Mindossze
egy mondattal utalhatunk tovabbi nagyitdsokra, barkinek konnyd beldtni a
folytatast. Egy mondatnal tobb idébe kertil, de béségesen megtériil firadozasunk,
ha a magunkkal hozott héztartasi sparga kisebb gombolyagjét el¢véve a végét a
katedra labahoz erdsitjiik, mikozben 6nként véllalkozé segiténket arra kérjiik,
menjen tdvolabb gy 5-6 méternyire, ott ujjaval rogzitse a kifeszitett spargit.
Majd egy arasznyit mérjen tovabb a spargan és ezt a spargapontot vigye az
el6z6 rogzitési pontba. Mikozben az osztily — ismerve szemléltetd blivészkedé-
seink eredményét — csendben figyeli, mi végre ez az egész, felhivhatjuk a figyelmet
a sparga kismértékd lazuldsara. (Valdban csekély a lazulas, hiszen 5-6 méteres
kifeszitett darabot egy arasszal toldottunk meg.) Feszitstik ki 4jbol, mégpedig
ugy, hogy a katedra labahoz rogzitett végét a padlo sikjara merdlegesen addig
emeljiik (esetleg segit a merdlegesben az asztalldb), amig a zsineg Gjra feszes
lesz. Es ekkor, tessék kiprébalni, mar olyan magasra emeltiik, hogy a nem tul
nagyméretli Szabd Peti guggolva at tud csusszanni alatta. Lam csak, egy arasz
ennyit ér!

Olyasmirdl volt sz6, amely egyuttal azt is szemléletessé teszi, hogy kis eltérések
nagy tavolsigokban nagy eltéréseket is eredményezhetnek. Egyben dmulattal
addzhatunk a piramisok épitdinek, akik sok ezer évvel a daruk és 1ézeres tavol-
sagmérok kora el6tt hihetetlen pontossaggal alkottak meg épitményeiket. Pedig
a piramisok épitésénél egy fok eltérés miatt sok ezer tonna ko és sok ezer ember
tobbévi munkdja megy veszendébe, nem beszélve a kapott épitmény szabalyta-
lansdgardl...*!
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Ellipszis. J6, ha a fickunkban tartott zsineget bevissziik a ponthalmazok
kozil az ellipszist bemutatd 6rara. Sziikség lesz két j6 hegyes rajzszogre is. Az
ellipszis, mint tudjuk, azon sikbeli pontok halmaza, amelyeknek két adott
ponttdl (fokuszpontok) mért tavolsagosszege dllandd. A két adott pont lesz a
tablaba szart két rajzszog (ennyi rongdlast még elbir a tabla), a tavolsdgok
Osszege pedig a madzag hossza. Ha jol vélasztottuk meg a rajzszog-fokuszpontok
tavolsdgat és jol rogzitettiik hozzdjuk a madzag végeit, akkor meglepden gyo-
nyor( (ha tgyetlenek vagyunk, bdjosan dkom-bakom) ellipszis rajzolhat6 ugy,
hogy a zsineget a krétaval feszitjiik ki, minden lehetséges helyzetben.

A hatds természetesen fokozhat6, ha a ndlunk levé zsineg helyett elkérjik
egy onként vallalkoz6tdl a cip6fiizéjét. (10-15 éves osztilytaldlkozok visszatérd
humoros torténeteiben garantaltan felbukkan az ,,...amikor a Szab6 Peti edz6-

cip6jébdl kiftiztiik a fliz6t és a tablan rajzoltunk vele. Tényleg, mit is?...”)

I11.3.3. Nagy szamok vilaga

Bar az Gjsagok tele vannak milliardokkal, milliomodokkal, mégsem konnyt
ezeket a mennyiségeket valami olyasmihez kotni, amit mar ismertink, vagy tu-
dunk becsiilni. Nem a tudomdnyos munkatdrsak, hanem az utca emberei vannak
tobbségben. Ha mindannyian elévennék és leporolnak a hatvdnyozdsrol tanult
ismereteiket, aktualizalhatndk Ggy, hogy a piramisjatékoknak és a multi-level
cégeknek kevesebb becsapott dldozata legyen. Addig is, mig a boldog tudatossag
ideje eljon, vigasztalasul dlljon el6ttiink a mondabeli kiraly torténete, akinek
annyira megtetszett a sakkjaték, hogy annak feltalal6jat meg szerette volna ju-
talmazni. Kérhetett barmit. A feltaldl6 szerény ember levén ezt mondta: ,,Felséges
kiralyom, nem kérek én madst, mint a sakktdbla elsé mez6jéért 1 buizaszemet, a
madsodikért kett6t, a harmadikért négyet, majd igy tovabb nyolcat, tizenhatot
stb.” A kirdly megoriilt, de 6rome nem tartott sokdig, hiszen az dsszesen
14+2+4+8+...4263 Osszegli buzaszem az egész Fold kb. két teljes évi buzater-
mésével egyenld. Nehéz lett volna a jutalom megadasa.

A Himal4ja-expediciok jubileumi évében taldn id6szer( a kovetkez6 feladat:
ha az el6z6 feladatban a sakktabla mezG6ihez rendelt buzaszemeket 1 mm-esnek
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tekintjikk és egymds tetejére fektetjik (gondolatkisérlet!), el tudjuk-e érni az
egymadsra tett buzaszemek oszlopdval a Mount Everest magassdgat? Ha igen,
hényadik mez6énél? A Mount Everest 8848 m magas — elérheté ez, legaldbb
gondolatban? Egy sorban belathatd, hogy a 23. mez6nél mar elég magas lesz az
oszlop (14+2+22+23+...4223 ~ 8388608, ez kis hijan a keresett magassig mm-
ben). Remek példédk ezek arra, hogy bar a hatvanyozottan novekszik kifejezést
gyakran halljuk, haszndljuk, de hogy ez valéjdban mekkora novekedést is jelent,
azt nehéz hétkoznapi gondolkodassal atlatni.

Szemléltetés papirlappal! A kett6 hatvanyait (2; 4; 8; 16; 32...) még jol tudjuk
kovetni 210=1024-ig, esetleg még egy kicsit tovabb, de hamarosan vége a ko-
vethetd nagysdgrendeknek. Becsléseinkhez timpontot nehéz kapni. Jaratlansa-
gunk ezen a teriileten még mulattato is olykor. Egy onként vallalkoz6tdl kérjiink
egy lapot a fiizetéb6l. (A b8ség zavaraval fogunk kiiszkodni, olyan sokan aldoz-
nanak boldogan a flizetcsonkitdsnak!) Tessék jol figyelni, most ezt a lapot
kettdbe hajtjuk, majd ismét. Itt mdr négy réteg, ezt Gjra félbehajtva mar nyolc,
majd Gjra, ez mdr tizenhat. Itt j6 estben még tudunk egyet hajtani, de a papir
mdr vastag és kicsi a tovabbi hajtashoz. Széval 5 hajtds utdn 25=32 réteg és a
papirunkon nem tudjuk folytatni az eljardst. Sebaj. Képzeletiink segitségével
dolgozunk tovabb. Tessék elképzelni, hogy van egy jokora papirunk, mondjuk
akkora, mint a Szahara. (Ekkora csak elég!) J6 vékony, mondjuk 0,01 mm. Ezt
most képzeletben hajtsuk félbe, majd tjra és Gjra, 6sszesen dtvenszer. Most be-
csiiljiik meg, milyen magas lesz ez a 250 papirréteg. Ne feledjiik, j6 vékony
papir volt! Szabad licitdlni. Mondjuk, akkora lesz, mint a példatdr? Vagy mint
a pad? Esetleg, mint az osztdly legmagasabb gyereke? Batrabbak mondhatjik
nyugodtan, hogy akkora lesz, mint a tévétorony. Vagy ez abszurd? Es a bazilika,
talzas? Maradjunk a tanterem belmagassagdnal? Vagy maximum 1 m? Na jo6,
akkor szamoljunk: 250x0,01 mm (szdmologéppel szdmolva és fiiggvénytablabeli
adatok alapjin egyetlen sorban adédik), ez a F6ld—Hold-tavolsdgnak kb. har-
mincszorosa! Ez bizony meglepé!

I11.3.4. Jutalomjaték

Az 6rak végére, 100. 6rakra tartogatok jutalomfeladatokat, gyakran nem is a
tanult témahoz kapcsoldddan, de szigordan csak olyanokat, amiknek nincs
»matematika szaga”. (Vigyazni kell ezekkel a feladatokkal, mert annyira meg-
szeretik Oket a gyerekek, hogy 6ra végén koérusban szamon kérik, ha nincs.)*

© Egy szigeten élok koziil az Igazmonddok mindig igazat mondanak, a
Hazudoésok mindig hazudnak. Ha taldlkozunk egy ,bennsziilottel” és megkérdezziik,
hogy 6 Igazmondo, vagy Hazudés-e, mit fog vdlaszolni? Tudunk-e olyat kérdezni,
hogy a vilaszrél el tudjuk donteni, melyik is 62

© Egy menekiilé rablondl egy vastag aranyldnc hét szembdl dllé darabja van.
Bijtatéjanak csak ezzel tud fizetni és szdlldsaddja ragaszkodik hozzd, hogy az ott
toltott éjszaka utdn mindig fizessen egy lancszemmel, de 1igy, hogy a legkevesebb
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kdrt tegye a ldncsorban, vagyis csak egy szemet nyithat szét. Hol kell szétnyitnia a
lancot, hogy minden éjszaka utdn fizethessen?
© Két kupacban 5-5 kavics van. Ketten jatszanak. Egy jdtékos egy lépésben ki-
vdlaszt egy kupacot és onnan annyi kavicsot vesz el, amennyit akar, de legaldbb
egyet el kell vennie. Az nyer, aki az utolsé kavicso(ka)t elveszi. Feltételezve, hogy
mindkét jatékos egyformdn okos, tud-e valamelyikiik 1igy jatszani, hogy minden-
képpen nyerjen? Ha igen, hogy jdtsszon, kezdé legyen-e vagy mdsodik?
© Fura Feri elhatdrozta, hogy ezentil hétfon, szerddn és pénteken mindig igazat
mond, mds napokon mindig hazudik. Egyszer azt hallottuk téle: ,Holnap igazat
fogok mondani”. A hét mely napjdn tortént ez?
© Egy szultdnnak 143 felesége volt. A néptdl 1000 napon dt adoét szedett 1igy,
hogy az elsé nap 144 aranyat és minden nap egy arannyal tobbet. A végén a
beszedett adot egyenlben akarta szétosztani feleségei kozott. Sikeriilt?
© II. Pomddé annyira utdlta elédjét, I. Pomddét, hogy orszdgdban betiltotta az
egyes szdmjegyet. fgy kellett szdmolni: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 20, 22, 23, ... Milyen
szdm dll a 2003. helyen?
© Diophantosz sirfelirata alapjdan szdmoljuk ki hdny évesen halt meg:
Vén Diophantoszt rejti e k6. Bar 6 maga szunnyad,
Megtanitotta a sirt: mondja el élte sordt.
Evei egyhatoddt tolté ki a gyonge gyerekkor,
Meég feleannyi lefolyt, s dlla szakdlla kingtt.
Egyheted eltelt még, és ndszdgy virta a férfit,
Elmult dijra ot év, és fia megsziiletett.
Ez feleannyi napig ldthatta a fényt idefenn, mint
Atyja, mivel neki igy szabta az isteni sors.
Ot gydszolva a sir felé hajlott agg Diophantosz:
Négy évvel késébb 6 is elérte a célt.
Mondd, hdny esztenddt élt hdat meg gydszban, rémben
S itta az édes fényt, mig hona lett ez a sir?

Madra mar rejtvénnyé véltak a régebbi korok megfogalmazasai is. Remek fej-
tord és sok derti forrdsa mar a mondatok megértése is, aztan pedig a matematikai
tartalomé:

© A mdsodkarti ekvdcidk bal oldaldn dll a falkamennyiség, jobb oldaldn pedig
a cifra.

© détlen eggykozo hosszabb négyszog (téglalap), ferdényded (paralalogramma),
asztallag (trapéz), terj (teriilet), hajtalék vagy I6kanyar (parabola), tiizellé (fékusz),
megapadt karika (ellipszis), edgyiigyé erdny / hdnydsi erdny (egyenes/forditott
ardnyossdag), kotzkalapos teljes egyformadsitds (teljes négyzetté kiegészités), viszontag
(reciprok), kebel (sinus), pétkebel (cosinus), veszett gyokér (irraciondlis gyik), siket
vagy vak gyokér (komplex gyik)
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© ,,Jelentés a csdszdri és kirdlyi inspektornak az helvét valldsii kollégium tiszta
tuddkossdg leckéin végzett vizitdciéjdrol:

... Tudtak vala resovdlni edgyiigyé egyenletet, viszontagos egyenletet, még to-
vdbbd mdsodhatalmii egyenletet kotzkalapos teljes egyformdsitdssal. Szép vala,
hogy esmérék az veszett és siket gyokereket, szintiigy az merevélyt és almerevélyt.
Ezekkel a miitétek mind helyén valdnak.

Hanem aztdn a harmadik dedk-klasszisban baj is [6n. Mikoron ugyanis junior
Gyarmati praeceptor uram az laphdromszogelléseket oktatvin megkérdezi Toldallagi
foldmérg Abris nevii fattydt, mi jutna eszébe, hallvdn eztet: kebel x, az dedk
vdlaszold, neki bizon nyugalmazott enzsendr kapitdan Bolyai Jdnos szépséges szolgdllo
lednya. Tovdbbiglan az praeceptor uram meg sem kérdezé a pétkebelt, visszds
kebelt, visszds potkebelt. Az dedk pardznasdgdt hallvdn a vélemények oddig mentek
vala, hogy vasdrnapon az Erds vdr a mi Isteniink elkdntdldsa utdn tiz botiités
veresék rajta. Ez megtorténvén esmég megkérdezé az professzor az dedkot, most mi
jutna eszébe, hallvin, kebel x. Az dedk hangosan felelé, miszerint most mdr a pro-
fesszor uram ides-anyja.”
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UTOSZO

Kimerithetetlen kat a matematika csodalatos kutja. Mindenki taldlhat benne
kedvére valdt: a torténelem szerelmese, a bioldgiat szeretd, a moralista és lehe-
tetlen felsorolni mindenkit a csak rejtvényre vagyokig. A matematika sokkal
tobb, mint szamok, szamolasi trilkkok vagy sikidomok raktara. Egy maig fejl6do,
izgalmas vildg, amely gyakran a mindennapok kérdései mentén fejlédik, néha
pedig hajmeresztéen életidegen, és amely akdr a legreménytelenebbnek tind
pontokon mutathat osszefiiggést az univerzum, a f6ldi élet, a tarsadalmak vagy
alacsonyabb rend(i populaciok, élettelen folyamatok problémaival. Matemati-
kéval tehdt foglalkozni kell, teszi is ezt matematikusok hada szerte a vildgon. Es
tanitani is kell, ahogy szintén teszik ezt szerte a viligon. De nem mindegy, ho-
gyan. En a ,felhasznalébarat” modszer mellett voksolok. Ma, a szamitégépek
robbandsszert elterjedésének éveiben talan igy is mondhatjuk azt, amit évezre-
dekkel ezel6tt igy fogalmazott Valaki: Szeresd felebaratodat! Szeresd! Vagyis fi-
gyelj oda rd, tedd azt, ami neki j6! Neveld, tanitsd ugy, hogy novekedjék altala!
Tedd legjobb tudasod szerint! Ne sztinj meg nyitottnak maradni, hogy Gjithasd
és kontrolldlhasd magad! Nekem szerencsém volt: olyan tandrok tanitvénya le-
hettem, akik igy tanitottak. Koszonet ezért Irmus néninek (Konczol Ferencné)
és Klari néninek (Jod Bélané), akikté] matematikabol és emberségbdl az alapokat
kaptam melegen 6lel§ szeretetben. Es koszonet Gyorgyinek (Tornyos Tivadarné),
akitél a gimndzium emelt 6raszimu matematikajat kival6 didaktikai felépitéssel
ismerhettem meg, olyannyira, hogy ma is, amikor kozvetlen kollégak vagyunk,
sokat meritek ebbél. Es koszonet Gyorké Zolinak, akivel kollégak voltunk, és
akinek szdrnyalé gondolatai mindig lendiilettel és Gj munkakedvvel toltottek
el. Es végiil koszonet a KPSZTI-nek, hogy a palyézat kiirasaval 4j célt adott
ezeknek a gondolatoknak az Gsszeszedéséhez, amelyeknek tovabbfiizése tanari
gyakorlatomat gazdagitja majd.
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JEGYZET

»...az iskola: hely, ahol a miveltség modszeres és kritikus elsajatitasa altal

kiformalédik a teljes ember” irodalomjegyzék (1) III. 26.

2.
. irodalomjegyzék (2) 28. o.

. irodalomjegyzék (3) 9. o.

. irodalomjegyzék (2) 33. o.

. irodalomjegyzék (2) 32-33. o.
. irodalomjegyzék (10)

8.

NN U s W

irodalomjegyzék (2) 14. o.

a sorozat barmely tagjat a harmadiktol kezd6d6en az 6t megel6z6 két tag

osszegeként kapjuk

9.

irodalomjegyzék (10) 13. o.

10. Ezzel a csodélatos mintdval indul Ian Stewart: A természet szdmai c.
konyve (irodalomjegyzék (10). Az dbrdban rejtve marad az eredeti spirdlis, a
bel6le induldkat lathatjuk osszekotve.

11. Mér a gorogok 6ta ismert probléma: egy szakasz olyan felosztasa, amely
esetén a rovidebb darab ugy aranylik a hosszabbhoz, mint a hosszabb az egészhez,
vagyis a:b=b:(a+b) Ez a bizonyos aranymetszeti ardny szintén legalabb két év-
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ISTEN MAGA 1S MATEMATIKUS

ezred Ota foglalkoztatja a tuddsokat, mivészeket, esztétikat, bolcselkeddket,
akik a gorogok pentagrammadjatol kezdve az éptiletek és festmények harmonidjan
at a szimfoniakig mindentitt el6ébukkanni latjak/halljak.

12. A Mindentudds Egyetemének jovoltabol talin mér nem is olyan kevesen,
hiszen Lovasz Laszl6 el6adasa erre is kitért. Irodalomjegyzék (4)

13. irodalomjegyzék (4)

14. irodalomjegyzék (4)

15. irodalomjegyzék (9) 34. o.

16. irodalomjegyzék (3) 35. o.

17. irodalomjegyzék (6) 58. o.

18. Euklidész parhuzamosségi axiémdja szerint barmely egyenessel egy rajta
kiviili ponton at egy és csak egy parhuzamos hizhaté. A hiperbolikus, és ellip-
tikus modellekben kettd, ill. egy sem.

19. ldasd még I11.3.1.

20. irodalomjegyzék (6) 59. o.

21. irodalomjegyzék (7) Gerbert cimsz6

22. irodalomjegyzék (9) 76. o.

23. irodalomjegyzék (8)

24. a kovetkez6t Fermat taldlta meg 1686-ban, a 17296-ot és a 18416-ot.
A 19. szazad kozepéig sok matematikus keresése nyomdn mintegy hatvan ilyen
szamparra akadtak. 1866-ban egy 16 éves olasz iskolds fit bukkant rd a masodik
legkisebb baratsdgos szamparra, az 1184-re és az 1210-re. Ma mdr szdzaval is-
mertek ilyen pérok, de az ikerprimekhez hasonléan senki nem tudja, hany van
beléliik. Erd6s Pél szerint végtelen sok.

25. irodalomjegyzék (8) 89-93. o.

26. irodalomjegyzék (7)

27. irodalomjegyzék (11) 273. o.

28. Ugy definidlta a mértani sorozatot, hogy: olyan sorozat,amely sorozat
tagjainak logaritmusa szdmtani sorozat

29. Gauss azt igazolta, hogy a primszdm oldalszdimu szabalyos sokszogek
koziil azok szerkeszthet6k, amelyek oldalszama Fermat-féle prim, tehat a 3; 5;
175 257; 65 537.

30. Ezekrdl az érdekes teremtményekrél nemrégiben volt szerencsém eléaddst
hallgatni éppen attdl a kutat6tol, aki egyediiliként publikalt ez iddig ebben a té-
maban: dr. Szalay Istvdn, szegedi matematikus.

31. irodalomjegyzék (5) 18. o.

32. A feladatok az irodalomjegyzék (12), (13)-bol szarmaznak, a mat. torténeti
szemelvények a (3)-bdl.
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